
Èåðàðõèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Îïèøåì âûâîä âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ (êîìïëåêñíîé) ñèñòåìû ÍØ

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2, (1)

èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷

Ψx = UΨ, ΨT = VΨ ⇒ UT = Vx + [V,U ]. (2)

Çäåñü T îäíî èç âðåìåí èåðàðõèè ÍØ (â òîì ÷èñëå, ñàìî t), ìàòðèöà U è âåêòîð Ψ
èìåþò âèä

U =

(
λ/2 u
−v −λ/2

)
= λU0 + U1, Ψ =

(
ψ
ϕ

)
(ñð. ñ çàäà÷åé 19, ãäå òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü îòâåò äëÿ ñàìîé ñèñòåìû ÍØ è å¼ ñèììåò-
ðèè ïîðÿäêà 3; ñåé÷àñ ìû îáîáùèì ýòè ðåçóëüòàòû). Óðàâíåíèå Ψx = UΨ ñ çàäàííîé
ìàòðèöåé U èãðàåò äëÿ (1) òó æå ðîëü, ÷òî óðàâíåíèå ψxx + (u+ λ)ψ = 0 äëÿ ÊäÔ.

Àëãîðèòì. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü trV = 0 áåç ïîòåðè îáùíîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü V = Ṽ + aI, ãäå tr Ṽ = 0. Ïðèìåíÿÿ tr ê (2) ïîëó÷àåì ax = 0, òî
åñòü, a = a(T ), è ìîæíî ïîëîæèòü a = 0, ñäåëàâ çàìåíó âèäà Ψ = b(T )Ψ̃.

Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó V â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïî λ:

V = λnV0 + λn−1V1 + · · ·+ Vn.

Ïîäñòàâëÿåì â (2):

U1,T = (λnV0 + λn−1V1 + · · ·+ Vn)x + [λnV0 + λn−1V1 + · · ·+ Vn, λU0 + U1];
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ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ λ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

[V0, U0] = 0,

Vj,x + [Vj , U1] + [Vj+1, U0] = 0, j = 0, . . . , n, (3)

U1,T = Vn,x + [Vn, U1] = [U0, Vn+1],

ãäå ìû ââåëè äëÿ óäîáñòâà äîïîëíèòåëüíóþ ìàòðèöó Vn+1, îïðåäåë¼ííóþ òàêèì æå ñî-
îòíîøåíèåì, êàê è ïðåäûäóùèå. Ïåðåéäåì íà óðîâåíü ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

U0 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, U1 =

(
0 u
−v 0

)
, Vj =

(
rj pj
qj −rj

)
,

òîãäà ýòè óðàâíåíèÿ ñâåäóòñÿ ê

p0 = q0 = 0,
rj,x = uqj + vpj ,

pj+1 = pj,x + 2urj ,

qj+1 = −qj,x − 2vrj ,

j = 0, . . . , n, (4)

uT = pn+1, vT = qn+1.

Ïðåäñòàâëÿÿ rj â âèäå èíòåãðàëà D
−1
x (uqj + vpj), ìîæíî çàïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-

øåíèå äëÿ pj , qj â îïåðàòîðíîì âèäå(
pj+1

qj+1

)
= R
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)
, R =

(
Dx 0
0 −Dx

)
+ 2
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u
−v

)
D−1〈(v, u), ·〉,

ãäå 〈, 〉 îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ñòîëáåö.



Ìû ïîëó÷èëè îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ èåðàðõèè ÍØ. Ïîëîæèì r0 = 1/2 è p1 = u,
q1 = −v, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå(

uT
vT

)
= Rn

(
u
−v

)
.

Åñëè âûáèðàòü ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëèñü ìíî-
ãî÷ëåíû, îäíîðîäíûå îòíîñèòåëüíî âåñîâ w(uj) = w(vj) = j + 1, òî âîçíèêàåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîïðîáóéòå âîñïðîèçâåñòè å¼, ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå):

ut0 = u, vt0 = −v,
ut1 = ux, vt1 = vx,

ut2 = uxx + 2u2v, −vt2 = vxx + 2uv2,

ut3 = uxxx + 6uvux, vt3 = vxxx + 6uvvx,

ut4 = uxxxx + 8uvuxx + 2u2vxx + 4uuxvx + 6vu2x + 6u3v2, −vt4 = ut4
∣∣
u↔v,

. . .

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt0 è Dt1 îòâå÷àþò êëàññè÷åñêèì ñèììåòðèÿì (ðàñòÿæåíèå u →
eau, v → e−av è ñäâèã x, ñîîòâåòñòâåííî), Dt2 ýòî ñàìà ñèñòåìà (1), à Dt3 , Dt4 è òàê äàëåå
� å¼ âûñøèå ñèììåòðèè.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå âûïèñàííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî ïîïàð-
íî êîììóòèðóþò (ïîïðîáóéòå ìîäèôèöèðîâàòü èìåþùèåñÿ ïðîãðàììû, ðàñøèðèâ íàáîð
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ðàáîòàòü ñ ñèñòåìàìè íà u, v, è ïðî-
âåðüòå ýòî).

Âñ¼ âðîäå áû õîðîøî, íî êîå-÷òî íåïîíÿòíî.



Âîïðîñû ê àëãîðèòìó

• Â ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ (4) ïðè âû÷èñëåíèè rj ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü.
Âåðíî ëè, ÷òî èíòåãðàë âñåãäà áåð¼òñÿ, òî åñòü, ÷òî uqj + vpj ∈ ImDx?

• Íàñêîëüêî âàæåí âûáîð êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ? Â ÷àñòíîñòè, ÷òî áóäåò, åñëè
áðàòü èõ çàâèñÿùèìè îò êàêèõ-òî âðåì¼í tk?

• Êàê äîêàçàòü â îáùåì âèäå, ÷òî ïîñòðîåííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîììóòèðóþò?

Îòâåòû

• Òàê êàê âèä óðàâíåíèé äëÿ Vj íå çàâèñèò îò ñòåïåíè n, ìîæíî ââåñòè äëÿ íèõ
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A = V0 + V1/λ+ V2/λ
2 + ...,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ
Ax = [U,A]. (5)

Ó íåãî èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë: ïî ôîðìóëå Ëèóâèëëÿ (log detA)′ = trA′A−1 èìååì

(log detA)x = tr(U −AUA−1) = 0 ⇒ (detA)x = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

−detA = (r0 + r1/λ+ . . . )2 + (p0 + p1/λ+ . . . )(q0 + q1/λ+ . . . ) = c0 + c1/λ+ . . .

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè cj , îòêóäà âèäíî, ÷òî âñå rj íàõîäÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêè.



• Êîýôôèöèåíòû cj èãðàþò ðîëü ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ëþáûå äâà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5) îòëè÷àþòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì α0 +α1/λ+ . . . íå çàâèñÿùèì îò x (â
÷àñòíîñòè, ìîæíî åãî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå cj , êðîìå c0, áûëè ðàâíû 0, ÷òî îòâå÷àåò
îäíîðîäíîìó ðåøåíèþ).

Â ïðèíöèïå, cj ìîæíî áðàòü çàâèñÿùèìè îò âðåì¼í, íî ýòî íàðóøàåò êîììóòàòèâ-
íîñòü ïîòîêîâ. Ìû äîêàæåì å¼ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà cj íè îò ÷åãî íå çàâèñÿò.

• Ïðîäîëæèì äèôôåðåíöèðîâàíèå DT , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì UT = Vx + [V,U ] íà
ðÿä A, òàêîé, ÷òî (detA)T = 0. Èìååì

AxT = [Vx + [V,U ], A] + [U,AT ] = [Vx, A] + [[V,A], U ] + [V, [U,A]] + [U,AT ]

= [Vx, A] + [V,Ax] + [[V,A], U ] + [U,AT ],

÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà B = AT − [V,A] óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ,
÷òî è A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B = βA, ãäå β ôîðìàëüíûé ñêàëÿðíûé ðÿä ïî λ−1, òî åñòü,
A óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

AT = [V,A] + βA.

Èç ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò (log detA)T = 2β è ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî β =
0. Èòàê, åñëè êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íè îò ÷åãî íå çàâèñÿò, òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
A ïî äâóì ðàçíûì âðåìåíàì îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

AT = [V,A], V = (λnA)≥, Aτ = [W,A], W = (λmA)≥ (6)

ãäå çíà÷îê ≥ îáîçíà÷àåò êîíå÷íóþ ÷àñòü ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè λ; àíàëî-
ãè÷íî, çíà÷êîì < îáîçíà÷èì îñòàòîê ðÿäà. Ïîêàæåì, ÷òî äâà òàêèõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
êîììóòèðóþò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

DT (W )−Dτ (V ) = [V,W ]. (7)



Â ñëåäóþùåì âû÷èñëåíèè èñïîëüçóþòñÿ î÷åâèäíûå òîæäåñòâà äëÿ ëþáûõ ðÿäîâ P,Q

P = P≥ + P<, [P<, Q<]≥ = 0, [P≥, Q≥]≥ = [P≥, Q≥].

Èìååì:

DT (W ) = DT ((λmA)≥) = (λm[V,A])≥

= [(λnA)≥, λ
mA]≥

= [−(λnA)<, (λ
mA)≥ + (λmA)<]≥

= [−(λnA)<, (λ
mA)≥]≥

= [−λnA+ (λnA)≥, (λ
mA)≥]≥

= −[λnA, (λmA)≥]≥ + [(λnA)≥, (λ
mA)≥]

= Dτ (V ) + [V,W ],

÷òî è òðåáóåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà óíèâåðñàëüíî. Îíî îñòà¼òñÿ â ñèëå
äëÿ óðàâíåíèé (6) íà ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå Ëè (âìåñòî sl2, c êîòîðîé ìû ñåé÷àñ ðàáî-
òàëè); êðîìå òîãî, îíî äîïóñêàåò ìíîæåñòâî îáîáùåíèé, êîãäà ðÿäû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå
÷àñòè èíûìè ñïîñîáàìè.


